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统计机器学习中的回
归问题

1. 线性回归中的最小二乘法

2. 贝叶斯线性回归

3. 线性回归中的正则化（Regularization）

4. 模型的质量指标及偏差-方差平衡问题



监督学习（Supervised Learning）：以线性回
归为例

• 监督学习：

• 从一个训练集（Training Data Set）中，获取𝑁个样本（观测）值；

• 训练目标是预测新样本值 𝑥 对应的目标 𝑡；

• 训练集：𝑁个样本{𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}及其对应的目标值 {𝑡1, . . . , 𝑡𝑛} ;

• 确定性方法视角：构造一个函数模型𝑦(𝑥)，使得 𝑦(𝑥) 是 𝑡的预测值。

• 概率性方法视角：对预测的条件分布 𝑝(𝑡|𝑥) 进行建模。

• 线性回归

• 回归：构造一组给定非线性函数（称为基函数）的线性组合，𝑦(𝐱, 𝐰)，其中𝐰是线性组合的权重，而𝐱是训

练集中的某个样本向量；

• 回归任务的目标：使得𝑦(𝐱, 𝐰)的输出尽量拟合样本对应的目标值𝑡，即𝑦(𝐱, 𝐰) ≈ 𝑡 。



最简单的线性回归模型

• 线性模型

• 它是一个权重参数{𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑀−1, 𝑏}的线性函数；

• 写成向量形式，为：                               。

• 𝑏是偏置量，大部分时间表为𝑏 = 𝑤0 ；由此有𝑓(𝐱) = 𝐰T𝐱，其中令𝑥0 = 1，即统一为向量内积的形式。

• 线性基函数模型

• 其中，

𝑓(𝐱, 𝐰) = 𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑥2+. . . +𝑤𝑀−1𝑥𝑀−1 + 𝑏

𝑓(𝐱) = 𝐰T𝐱 + 𝑏



常见的基函数（单变量情况）

• 多项式（ Polynomial ）函数（左）

• Gaussian函数（中）

• Sigmoid函数（右）
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图来源：Bishop《PRML》

• 其他：样条函数（Spline），傅里叶变换/小

波变换的基函数等

• 以傅里叶变换的基函数为例，选取M-1个频率的基

函数，有



训练过程：损失函数的设计

• 平方和误差（Sum-of-Square Error）

• 引入欧式距离相似性度量，设计损失函数：

• 其中，N为训练集中的样本总量。

• 构造优化（最小化）问题：

• 以简单线性回归为例，有

𝐰∗ = argmin
1

2
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基于SSE损失函数的优化问题闭合解

• 以单变量简单线性回归为例：最小二乘法

• 将ED(w)对w求梯度（偏导）并令梯度为0，

• 展开后得到

• 解得w的解析解：

几何解释：简单最小二乘法就是试图找到一条直线，使得所有样本目标值到直线上的欧氏距离之和最小
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简单线性回归拓展到输入为多元向量情况

• 多元线性回归：一个样本有d个属性（分量）描述

•  样本i：𝑥𝑖 = [𝑥𝑖,1, 𝑥𝑖,2, … , 𝑥𝑖𝑑]𝑇，𝑡𝑖 ∈ ℝ

• 模型参数: 𝐰 = 𝑤0 ⋯ 𝑤𝑑
𝑇

• 数据集表示为张量（矩阵形式）

• SSE误差最小化的矩阵表达式

𝑋 =

1 𝑥1,1 ⋯ 𝑥1,𝑑−1 𝑥1,𝑑

1 𝑥2,1 ⋯ 𝑥2,𝑑−1 𝑥2,𝑑

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
1 𝑥𝑁,1 ⋯ 𝑥𝑁,𝑑−1 𝑥𝑁,𝑑

=

𝑥1
𝑇

𝑥2
𝑇

⋮
𝑥𝑚

𝑇

𝐭 =

𝑡1

𝑡2

⋮
𝑡𝑁

𝐰∗ = argmin𝒘 (𝐭 − 𝑋𝐰)𝑇(𝐭 − 𝑋𝐰)



多元向量的核函数线性回归的最小二乘解

• 最小二乘法求优化问题：𝐰∗ = argmin𝒘 (𝐭 − 𝑋𝐰)𝑇(𝐭 − 𝑋𝐰)

• 令𝐸 = (𝐭 − 𝑋𝐰)𝑇(𝐭 − 𝑋𝐰)；

• 求梯度并令其等于0：∇w𝐸 = 2𝑋𝑇(𝑋𝐰 − 𝐭) = 0；

• 若𝑋𝑇𝑋满秩或正定则可以解得: w∗ = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝐭， (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇是X的左伪逆；

• 若𝑋𝑇𝑋不满秩则可以解出多个w∗。

• 拓展到核函数模型：𝐭 = 𝐰T𝜙(𝐱𝑛) 则有

• 一般情况下样本数远大于特征数，即𝑀 ≫ 𝑁, Φ由于是我们构造的基函数，则应列满秩，对应左伪逆；

• 若Φ行满秩（此时样本数 < 特征数）则使用右伪逆，（由于不合理）右伪逆不应出现在现实问题回归解中；

• 若Φ秩亏损（ rank 𝑋 < min(𝑀, 𝑁)），应通过奇异值分解求广义伪逆（同样不合理）。



补充：矩阵和向量函数的微分（部分公式）

• 向量函数的微分（将自变量向量作为一个整体处理）

• 一般线性函数𝒇 𝐱 = 𝒂𝑻𝐱 + 𝒃有 : 
𝝏𝑓(𝐱)

𝝏𝐱
= 𝐚;

• 或
𝝏𝐱𝑻𝐚

𝝏𝐱
=

𝝏𝐚𝑻𝐱

𝝏𝐱
= 𝐚；

• 二次型𝒇 𝐱 = 𝐱𝑻A𝐱（展开后对每个分量求导）：
𝝏𝑓(𝐱)

𝝏𝐱
= 𝟐Ax

• （扩展）X是向量/矩阵：
𝝏

𝝏X
𝐗𝐛 + 𝐜 𝑻𝐃(𝐗𝐛 + 𝐜) = 𝐃 + 𝐃𝑻 𝐗𝐛 + 𝐜 b𝑻；

• 假设W是对称矩阵：
𝝏

𝝏x
𝐲 − 𝐀𝐱 𝑻W 𝐲 − 𝐀𝐱 = −𝟐𝐀𝑻W 𝐲 − 𝐀𝐱 ；

• 乘积法则𝒇 𝐱 = 𝐮 𝐱 𝑻𝐯(𝐱)，u(·)、v (·)为向量函数

𝝏𝑓(𝐱)

𝝏𝐱
=

𝝏𝐮

𝝏𝐱

T

𝐯 +
𝝏v

𝝏𝐱

T

𝐮

雅可比（Jacobian）阵



最小二乘法的几何解释

• 在以样本目标值{𝑡0, … , 𝑡𝑁}为坐标轴的N维空间中，最小二乘回归通过将数据向量 t（绿色箭头）正交

投影到由基函数矩阵Φ的列向量𝜙j张成的子空间 S（红色多边形）上来实现。

• 注意1：上述张成子空间中，基函数向量 𝜙j 的第n个元素值是根据第n个样本点对应元素求得的𝜙j(𝑥𝑛) 。

• 注意2：子空间 S是基函数向量线性组合的集合，即模型可能的预测结果空间，是一个超平面。

• 最小二乘（优化过程）的本质：

找到在子空间 S 中与数据向量 t 最接近的点 y（t 的正交投影）。

最小二乘法的几何意义在于：将数据拟合问题转化为高维空间中的投影问题 

图来源：Bishop《PRML》

Φ =

1 𝜙1(𝑥1,1) ⋯ 𝜙𝑑−1(𝑥1,𝑑−1) 𝜙𝑑(𝑥1,𝑑)

1 𝜙1(𝑥2,1) ⋯ 𝜙𝑑−1(𝑥2,𝑑−1） 𝜙𝑑(𝑥2,𝑑）
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
1 𝜙1(𝑥𝑁,1） ⋯ 𝜙𝑑−1(𝑥𝑁,𝑑−1） 𝜙𝑑(𝑥𝑁,𝑑）

𝜙0 𝜙1 𝜙𝑑−1 𝜙𝑑

样本
排列

基函数
列向量



参数集更新的序列算法（Sequential Learning）

• 使用梯度下降法或随机梯度下降（Stochastic Gradient Descent）；

• 对第n个训练样本，构造平方误差：𝐸𝑛 =
1

2
𝐰T𝜙(𝐱𝑛) − 𝑡𝑛

2
；

则有：

• 使用梯度方法，对新加入的样本n更新参数w：

• 其中， 𝜂是参数更新的“学习率”（Learning Rate），𝜏是迭代数。

• 更新总是从某个初始参数集𝐰0 开始的，对于一般基函数下的SSE损失函数，有：



梯度下降中的超参数影响

固定步长（此处以𝜶表示）大小对优化结果的影响
• 迭代速度 vs. 目标函数质量



统计机器学习中的回
归问题

1. 线性回归中的最小二乘法

2. 贝叶斯线性回归

3. 线性回归中的正则化（Regularization）

4. 模型的质量指标及偏差-方差平衡问题



极大似然法：考虑样本获取过程的随机性

• 考虑样本目标值仍由确定性函数决定，但采样过程引入多元变量加性Gaussian噪声：

𝑡 = 𝑦 𝐱, 𝐰 + 𝜀

• 此处𝜀是白噪声信号：期望为零，协方差矩阵为对角阵，精度（方差的倒数）为𝜷的高斯随机变量；

• 噪声采样𝜀为独立同分布（i.i.d.）。

• 由i.i.d.高斯分布，对整个目标集 𝐭（列向量）而言，其在给定样本集𝐱和参数集𝐰下发生的条件概率

可写为（注意此处有𝑦 𝐱, 𝐰 =𝐰T𝜙(𝐱)）：

• 在新输入x下，其对应目标值的期望值可根据条件概率𝑝(𝑡|𝐱)表出

𝔼 𝑡 𝐱 = න 𝑡 · 𝑝 𝑡 𝐱 d𝑡 = 𝑦 𝐱, 𝐰 这是我们待定的
预测函数



极大似然法（续）:构造不同的目标函数

• 似然函数（Likelihood Function）：

• 极大似然法（MLE）下的参数求取

• 似然函数取自然对数，有

• 其中， 𝐸𝐷恰好是平方和误差（SSE）

左式的前两项为常数。

总结：在高斯加性噪声的假设条件下，
基于基函数线性组合的极大似然法求解
等价于最小化SSE损失函数。

（回忆）高斯分布：
𝒩 𝑥 𝜇, 𝜎2

=
1

(2𝜋𝜎2)1/2
exp(−

1

2𝜎2
(𝑥 − 𝜇)2)



基于基函数的极大似然法构造线性回归示意图

来源：Bishop《PRML》



线性回归中输出为多变量的情况

• 目标值 t 由单变量变为多变量（K维向量）的情况时

• 使用同样形式的基函数𝜙(𝐱)；

• 参数变量由向量[w]𝑀×1拓展为2维张量（矩阵） [W]𝑀×𝐾 ；

• 预测函数形式： 𝑦 𝐱, W =WT𝜙(𝐱)。

• 在高斯噪声假设下对单个样本目标值构造似然函数：

𝑝 𝐭|𝐱, W, 𝛽 =𝒩(𝐭|𝑾T𝜙 𝐱 , 𝛽−1𝐈)

• 基于全样本集，构造对数似然函数：

ln 𝑝 𝐓|𝐱, W, 𝛽 = ෑ

𝑛=1

𝑁

𝒩(𝐭|𝑾T𝜙 𝐱𝑛 , 𝛽−1𝐈) =
𝑁𝐾

2
ln

𝛽

2𝜋
−

𝛽

2
෍

𝑛=1

𝑁

𝐭𝑛 − 𝑊𝑇𝜙 𝐱
2



线性回归中输出为多变量的情况（续）

• 面向参数W，有类似单目标值下的最小二乘表达结构（其中T扩展为M × K的矩阵）

WML = (𝚽TΦ)−𝟏Φ𝑻T

• 对于每一个目标向量 𝐭𝒌，有：

• 上式说明，矩阵WML中的所有列向量𝐰𝒌共享同一个左伪逆矩阵Φ† =  (𝚽TΦ)−𝟏Φ𝑻

• 对比单变量情况下的最小二乘表达式

𝐰𝒌 =  (𝚽T Φ)−𝟏Φ𝑻𝐭𝑘 



（单输出）线性回归的贝叶斯处理

• 考虑线性回归中使用基本最大似然估计方法的情况

• 对模型参数w引入高斯先验概率（Prior Probability）模型假设如下：

• 则后验概率根据样本集里的N个样本决定：

• 注意：由于引入的先验分布是高斯分布，则后验分布依然是高斯分布（证明略，高斯共轭）

• 我们所关心的上述后验概率分布参数由样本集估计如下：

似然函数

这是一个以m0为期望，以S0为协方差的高斯分布



贝叶斯线性回归（接上页）

• 考虑各项同性的零均值先验高斯分布，并以𝜶为其准确性参数（控制方差）

• 上述高斯分布对应参数为（从上页底结果可得）：

• 似然函数：

• 根据Bayesian定理，更新先验分布为后验分布（信念）：

• 𝑝(𝐰|𝐭, 𝐗, 𝛽) ∝ 𝑝(𝐰)𝑝 𝐭 𝐗, 𝐰, 𝛽

各向同性，即参数维度间独立，协方差矩阵非
对角元素为0

这是一个以m0为期望，以S0为协方差的高斯分布

m0
S0

解
释

模型概率/先
验概率

模型证据（Model 
Evidence） /边际似然函数

边际似然衡量“给定模
型时，获取当前数据的
可能



贝叶斯线性回归

• 则对后验概率取对数，得（详细证明略）：

• （接上页）注意——后验概率的形式（先验模型 ×基于数据的似然）：

• 是单样本似然函数取对数的和 （类似我们之前的似然数对数）+ 先验概率取对数（一个w的函数）

对上式相对于w求最大值的过程等价于对“SSE损失函数 + 一个二项式正则项“求最小值。



贝叶斯线性回归的可视化解释

• 考虑单输入下简单线性核的回归过程

• 线性模型

• 数据生成函数（真值）：

+ Gaussian噪声

• a0=-0.3，a1=0.5；

• 右侧栏：红色线为模型预测线，蓝色点为样本点；

• 中间栏：在w0，w1平面的先验或后验分布热力图；

• 左侧栏：单样本似然函数𝑝 t 𝐗, 𝐰 的热力分布图（由

似然函数约束预测线必须接近每个采样）。

第一行：无样本值，w

从先验分布取值得到的
预测值

第二行：单样本点，左
栏图十字代表实际的w

值

第三行：两个样本点，
左栏单样本似然函数乘
第二行后验概率函数得
到本行后验概率

第四行：20个样本点，
左侧图代表第20个样
本的似然值

图来源：Bishop《PRML》



（贝叶斯回归）预测值的概率分布

• 在回归问题中，我们构造w的目的最终是为了得到对“新输入x的对应目标值t”的预测

• 求取后验预测分布的情况（右端根据全概率公式）

• 上式中，条件变量除训练集中的N维t向量外，为简便起见忽略了输入矩阵X。

• 加性高斯噪声下的目标值生成条件概率（右端第一项）：

• 后验概率（右端第二项）： 其中

数据生成过程中的噪声方差
与参数w相关的不确定性（参数分布的方差）

上面两个分
布相互独立

预测值分布



预测值分布函数的可视化解释

• 预测值分布函数

• 9个高斯核函数在不同训练集下的预测方

差情况。

• 绿色曲线对应于生成数据点的函数 sin(2πx)

（生成过程中添加高斯噪声）。

• 四个子图中，蓝色圆圈分别展示了包含 

N=1、N=2、N=4 和 N=25 个数据点的数据

集。

• 在每个子图中，红色曲线表示对应高斯基

函数预测分布的均值，红色阴影区域覆盖

了均值两侧各一个标准差的范围。

图来源：Bishop《PRML》



等价核（Equivalent Kernel）

• 将如下关于后验概率的预测均值参数取代𝐰，代入预测方程𝒚 𝐱, 𝐰 = 𝐰𝑻𝝓(𝐱)：

• 得预测期望为：

• 上式可写为：

• 其中

• 此时，对任意输入的预测值输出由计算训练集各目标值的线性组合决定，权重为样本对应的等

价核函数的输出。

称为等价核（Equivalent Kernel）



统计机器学习中的回
归问题

1. 线性回归中的最小二乘法

2. 贝叶斯线性回归

3. 线性回归中的正则化（Regularization）

4. 模型的质量指标



回顾：监督学习框架下的回归问题

• 求解回归问题的四个步骤

• 收集数据构建训练集；

• 选取预测函数模型；

• 确定损失函数；

• 求取使损失函数最小化的参数集w。

训练集中的样
本-目标值对
（xn, tn）

- 构建损失函数
𝐿(𝐰)

Ƹ𝑡 = 𝑦(𝐱, 𝐰)
𝐱

输出估计值 Ƹt

已知真值t
𝐿(𝐰)

𝐰



在有限数据集上训练模型时发生的欠拟合和过拟合问题

• 模型泛化：期望模型在测试集上的表现和训练集上一样好。

• 过拟合的发生条件
• 基函数数量大 + 训练数据有限 → 模型过拟合：在训练集上表现完美，但在未知数据上表现欠佳；
• 同时，限制基函数数量会降低模型灵活性。

•  



模型的偏差-方差分解与设计权衡

• 偏差（Bias）和方差（Variance）
• 偏差：模型预测均值与真实目标值t的偏离；
• 方差：模型预测对训练数据敏感性的度量；
• 噪声：数据本身的不可约不确定性。

• 权衡原则：
• 高偏差 → 欠拟合（模型过于简单）；
• 高方差 → 过拟合（模型过于复杂）。

• 处理方法：引入正则化（Regularization）操作

• 正则化：在损失函数中加入与模型参数相关的惩罚项

总损失 = 原始设计损失（如均方误差）+λ⋅正则化项



偏差-方差分解

• 目标值的条件分布（用h(x)表示）：

• 在Square Error误差函数情况下，单样本平方预测

值的损失期望：

• 在给定数据集D下，单样本平方预测值的损失期望：

• 由此，总损失函数由以下项目构成：

• 其中：

推导过程：



正则化的最小二乘法

• 在SSE损失函数基础上添加正则化项：

𝑬𝑫 𝐰 + 𝝀𝑬𝒘(𝐰)

• 超参数𝜆 > 0用来控制正则化项对总损失函数的贡献值。

• 最简单的正则化项：权重参数的二范数（即sum-of-square）：

𝑬𝒘 𝐰 =
𝟏

𝟐
𝐰𝑻𝐰

• 总损失式可写为：

• 此种正则项也称为“参数衰减（weight decay）”，因为在序列更新算法中（以线性核单输出预测函数为例）：

𝐰𝑡+1 ← 𝐰𝑡 − 𝜆 𝐱𝑛 𝐱𝑛
𝑇𝐰 − 𝑡 + 𝜆𝐰

在不受数据𝐱𝑛支持的情况下，更新总倾向使w向零点方向衰减。



正则化的最小二乘法（续）

• 在SSE损失函数基础上添加l2-Norm正则化项：

• 最小二乘解：

• 正则化通过限制有效模的型复杂度，使得复杂模型能够在有限规模的数据集上进行训练而不会出现严重的

过拟合（Overfitting）。

• 注意：确定最优模型的复杂度的问题，在引入正则项后，则从选择合适数量的基函数转化为确定正则化系

数 λ 的适宜值。



不同正则项控制系数𝜆下的预测函数表现

• 生成100个数据集，每个包含25个采样；基准数据生成函数𝒉 𝒙 = 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝝅𝒙 ；𝟐𝟓个高斯基函数分量

𝜆 = 100；
黄色：预测值平均
蓝色：生成函数

𝜆 = 1

左侧：100

次预测采样
的结果



一般的正则项构建方法

• 在SSE损失函数基础上添加正则化项：𝑬𝑫 𝐰 + 𝝀𝑬𝒘(𝐰)

• 可以在l2-Norm正则化项基础上构建一般的正则项表达式：

• 注意：q=2代表二项式（ l2-Norm ）正则项；

• q=1称为Lasso正则项（ 𝒘𝒋=0处不再是连续可微函数）。当𝝀足够大时，若对应的基函数分量不起作用时

（偏导接近0），𝒘𝒋将被强制衰减到0，由此得到稀疏化模型，即对应的bias不再起作用。

• 正则项的引入相当于基于SSE的损失函数搜索域被限制在由以下约束函数（Constraint）决定的子空间内：

• 注意：由于Lasso正则项不再连续可微，优化需使用次梯度下降（Sub-gradient）或坐标下降等特殊方法。

则上式中，𝝀相当于拉格朗日乘子（Lagrange 

multiplier）



不同正则项结构系数𝑞下的梯度等高包线
（Contour）表现

• q=0.5, q= 1, q= 2, q= 4:



正则项作为硬约束条件对最优解搜索的影响

• q=2（左） 对比 q=1（右）。

• 约束条件:

• 对于𝐿𝑎𝑠𝑠𝑜正则项，有 𝑤1 = 0。



统计机器学习中的回
归问题

1. 线性回归中的最小二乘法

2. 贝叶斯线性回归

3. 线性回归中的正则化（Regularization）

4. 模型的质量指标



回归模型评估指标

• MSE：均方误差，Mean Square Error

• MSE =
𝟏

𝑵
σ𝒏=𝟏

𝑵 (𝒚(𝐱𝒏) − 𝒕𝒏)𝟐

• 同样数据集下，MSE越小，模型效果越好；适用于梯度下降优化方法。

• （变种）RMSE（Root Mean Square Error）： RMSE =
𝟏

𝑵
σ𝒏=𝟏

𝑵 (𝒚(𝒙𝒏) − 𝒕𝒏)𝟐

• MAPE：平均绝对百分比误差（Mean Absolute Percentage Error）：MAPE =
𝟏𝟎𝟎

𝑵
σ𝒏=𝟏

𝑵 𝒕𝒏−𝒚(𝐱𝒏)

𝒕𝒏

• MAE：平均绝对误差（Mean Absolute Error）： MSE =
𝟏

𝑵
σ𝒏=𝟏

𝑵 |𝒚(𝐱𝒏) − 𝒕𝒏|

• 对比：MAPE对零值敏感（不适用于目标变量含零值的数据）；

• MAE对异常值不敏感（线性惩罚），鲁棒性强。



回归模型评估指标（续）

• R-Square：决定系数

• 𝑹𝟐 =
𝑺𝑺𝒓𝒆𝒔

𝑺𝑺𝒕𝒐𝒕
= 𝟏 −

σ𝒏=𝟏
𝑵 (𝒚 𝒙𝒏 −𝒕𝒏)𝟐

σ𝒏=𝟏
𝑵 (𝒕𝒏−𝑬(𝒕𝒏))𝟐

• 𝑺𝑺𝒓𝒆𝒔：预测误差平方和；

• 𝑺𝑺𝒕𝒐𝒕 ：数据总方差（衡量原始数据的离散程度）；

• 对异常值（outlier）不敏感，但随无关变量增加而虚高（需Adjusted R²校正）。

• Adjusted R² ：校正决定系数

• R𝒂𝒅𝒋
𝟐 = 𝟏 −

(𝒏−𝟏)(𝒏−𝑹𝟐)

𝒏−𝒑−𝟏

• 其中n为样本数量，p为特征数量。

• 校正目的：惩罚无关变量，即p（特征数）增加时降低评分。 p/n<0.05 时校正效果显著。



统计机器学习中的回
归问题 讨论
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